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Em mecânica, um dos problemas fundamentais consiste em descrever qualitativamente aevolução de um sistema dinâmico para o qual está dada uma condição inicial.Na abordagem clássica queremos responder à pergunta “dada uma condição inicial, qualé o estado do sistema no tempo t?”Já na abordagem estatística, buscamos responder a “dada uma condição inicial, qual éa probabilidade de que o estado do sistema esteja, no tempo t, num dado conjunto deestados possíveis?”Interessado nessa abordagem o físico Ludwig Boltzmann formulou ao final do século XIXa seguinte hipótese (“Hipótese Ergódica de Boltzmann”), a saber:
Hipótese Ergódica de Boltzmann Para cada condição inicial x num espaço de estados
X e cada φ : X → R “observação” integrável com respeito a uma probabilidade P ,
existe a média temporal assintótica das observações dos estados do sistema f : X → Xe esta coincide com a observação média sobre o espaço de todos os estados possíveis
X . Ou seja,

lim
N→∞

1
N

N−1∑
i=0 φ(f i(x)) = ∫

X
φ(x)dP(x).

A despeito de muitas conclusões físicas corretas obtidas por Boltzmann, sua hipóteseprovou-se matematicamente errada.Essa questão foi colocada em base matemática sólida pelo matemático George DavidBirkhoff em 1931 ao demonstrar o seguinte resultado.
Teorema Ergódico de Birkhoff Para P-quase toda condição inicial x ∈ X o limiteacima existe e, além disso, a igualdade acima é verdadeira se, e somente se, o sistema
f : X → X é ergódico com respeito a P .

Após o surgimento do Teorema Ergódico de Birkhoff surgiu a pesquisa sobre a existência dehomeomorfismos ergódicos sobre um espaço clássico dado. Neste trabalho apresentamosa resposta obtida por Oxtoby e Ulam para o caso no qual o espaço em questão é o cubounitário n-dimensional.

Introdução

Definição .1. Dados um espaço de probabilidade (X, X , µ) e uma transformação mensurável
T : X → X , dizemos que T preserva a medida µ se µ(T −1(A)) = µ(A) para todo A ∈ X
Definição .2. Um conjunto A ∈ X é dito T -invariante se T −1(A) = A.
Definição .3. Se T preserva µ, então T é dita ergódica se todo conjunto invariante temmedida 0 ou 1. Em outras palavras, T é ergódica se o sistema dinâmico mensurável(X, X , µ, T ) não admite subsistemas não-triviais.
Definição .4. Um conjunto que é interseção enumerável de conjuntos abertos é dito conjunto
Gδ .
Definição .5. Um conjunto que é interseção enumerável de conjuntos abertos e densos échamado de residual.
Definição .6. Dado um espaço métrico X , dizemos que uma propriedade P é genérica sobre
X se o conjunto dos pontos de X que satisfazem P é um conjunto residual.
Definição .7. Denotamos por H(In, µ) o conjunto de todos os homeomorfismos sobre o cubounitário n-dimensional que preservam µ (aqui µ é a medida de Lebesgue sobre In e serádita volume) munido da métrica uniforme:

du(f , g) = max
x∈In

d(f (x), g(x)) (f , g ∈ H(In)), (1)
onde d denota a distância euclidiana em Rn.
Definição .8. Denotamos por G(In, µ) o conjunto de todos os automorfismos que preservamo volume µ sobre In.Considere a métrica uniforme sobre G(In, µ):

d1(f , g) = inf{δ > 0 : µ({x : |f (x) − g(x)| > δ}) = 0} (f , g ∈ G(In, µ)). (2)
Observe que d1(f , g) = du(f , g) sempre que f , g ∈ H(In, µ).Conside também a métrica fraca sobre G(In, µ):

d2(f , g) = inf{δ > 0 : µ({x : |f (x) − g(x)| > δ}) < δ} (f , g ∈ G(In, µ)). (3)

Definições

Definição .9. Dados n ≥ 2 e m ∈ N definimos a decomposição diádica de ordem m de Incomo a coleção dos N = 2nṁ subcubos congruentes da forma [ i12m, i1+12m
]

× ... ×
[ im2m, im+12m

]com i1, ..., in ∈ {0, ..., 2m − 1}.Denotamos uma decomposição diádica por {σi}N
i=1, onde σi é o i-ésimo subcubo de umaenumeração fixada arbitrariamente.Uma permutação diádica de ordem m ∈ N é uma transformação P : In → In que age sobrealguma decomposição diádica de ordem m de In, digamos {σi}N

i=1, da seguinte maneira:
P(σi) = σj(i).

Aproximação por permutações diádicas cíclicas

Teorema .10. (Lax)
Dados h ∈ H(In, µ) e ε > 0, se m ∈ N é suficientemente grande, então existe uma
permutação diádica P cíclica de ordem m tal que d1(h, P) < ε.

Teorema .11. Seja P uma permutação diádica cíclica sobre uma decomposição {σi}N
i=1

de In.
Então, existe f ∈ G(In, µ) ergódico tal que d1(P, f ) < max diam(σi), onde diam(σi) denota
o diâmetro de σi e i = 1, . . . N .

Teorema .12. (Halmos)
Seja E ⊂ G(In, µ) o conjunto dos automorfismos ergódicos. Então, E é um conjunto Gδ
na topologia gerada pela metrica fraca d2.

Teorema .13. (Alpern)
Seja E ⊂ G(In, µ) um subconjunto Gδ na topologia gerada pela métria fraca d2.
Se H(In, µ) ⊂ Eunif., então E ∩ H(In, µ) ⊂ H(In, µ) é um conjunto Gδ denso na topologia
gerada pela métrica uniforme d1.

Resultados

Teorema .14. (Oxtoby-Ulam)
Genericamente com respeito à topologia uniforme, um homeomorfismo que preserva a
medida de Lebesgue sobre o cubo unitário n-dimensional é ergódico.

Ideia da prova:Seja E ⊂ G(In, µ) o conjunto dos automorfismos ergódicos.Pelo Teorema de Halmos (Teorema .12), E é um conjunto Gδ na topologia gerada pelamétrica fraca d2.Pelo Teorema de Alpern (Teorema .13) é suficiente mostrar que H(In, µ) ⊂ Eunif..Sejam ε > 0 e h ∈ H(In, µ). Pelo Teorema de Lax (Teorema .10), para cada m ∈ Nsuficientemente grande, existe P permutação diádica cíclica de ordem m tal que d1(h, P) <
ε/2.Pelo Teorema .11, existe f ∈ E tal que d1(f , P) < ε/2, donde d1(h, f ) < ε.Daí, como h ∈ H(In, µ) é arbitrário, obtém-se H(In, µ) ⊂ Eunif., como desejado.Para uma exposição completa e detalhada dos resultados acima, veja o trabalho de con-clusão de curso de graduação [2].
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