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Resumo

Neste trabalho buscou-se explorar e compreender o funcionamento métodos para
resolugcao de sistemas lineares, nos quais as componentes que definem as equacoes li-
neares pertencem ao corpo Z,, bem como implementa-los computacionalmente. Para
1sto, exploramos o algoritmo da divisdo euclidiana, e definimos e caracterizaremos o0 con-
junto Z,, como um corpo. Além disso, caracterizamos sistemas lineares no corpo dos
numeros reais, € analisamos algoritmos para resolugdo de sistemas lineares em Z,,,. Final-
mente, construimos uma representagao computacional de Z,, por meio da linguagem de
programacao Julia, implementamos os algoritmos para resolucao de sistemas lineares

em Z.,, € apresentamos uma aplicagdao em criptografia utilizando cifra de Hill.
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Cifra de Hill

 Criado por Lester S. Hill em 1929;
 Substitui¢cao poli-altabética:
—tabela de conversao;

— 7., — Inteiros modulo n.
e Baseado em transformacoes matriciais:

— Matriz inversivel;

— Elementos de Z,, que possuam 1nverso.

Teorema 1. O conjunto 2., é um corpo se, e somente se, p é primo.

Problema

Implementamos a cifra de Hill para criptogratar uma mensagem. Para realizar a cripto-
grafia precisa-se de uma chave, a qual precisa ser uma matriz inversivel em Z, pois para

ler a mensagem original precisamos de sua inversa.
e Alguns métodos para calcular a inversa A~ possuem alto custo computacional;

* O método mais barato € resolver n sistemas lineares do tipo Av, = e;, em que A é a
matriz que desejamos inverter, v; € a t-€sima coluna da inversa e e; representa a 1-€sima

coluna da identidade.

 Existem muitos métodos destinados a resolver sistemas lineares do tipo Ax = b. Ana-

lisamos o comportamento destes métodos no corpo Z,,.

* Escolhemos analisar neste estudo a fatoracdo LU.

Resultados

Durante o desenvolvimento deste trabalho, nos familiarizamos com conceitos importan-
tes sobre algoritmo euclidiano estendido, realizamos a constru¢ao do corpo dos inteiros
modulo p, relembramos conceitos importantes acerca de matrizes e sistemas lineares além
de métodos utilizados para resolvé-los, estudamos os algoritmos para resolucao de siste-
mas lineares no corpo Z, e estudamos a linguagem de programacao escolhida além de

realizar as implementacoes e, por fim, apresentamos um exemplo resolvendo uma cifra
de Hill.

Numero de solucoes de um sistema linear em 7,

O principal resultado teorico que estudamos no trabalho mostra que o numero de solucoes
de um sistema linear no corpo Z, € sempre finito, ao contrario do que acontece em um

corpo como IR.

Teorema 2. Seja A uma matriz m x n com elementos em Z.,. Qualquer sistema de

equacoes lineares consistente, com matriz dos coeficientes igual a A, tem exatamente

p" Pt solucdes sobre 7,

Construindo um corpo finito em Julia

Para realizar os experimentos computacionais, procedemos com a constru¢cao de um pa-
cote dentro da linguagem Julia que permite operagoes no corpo Z,. Para 1sso, utili-
zamos a caracteristica multiple-dispatch da linguagem escolhida e um construtor do tipo

struct. A seguir temos o c0digo utilizado para construir a variavel base do pacote.

Codigo 1 Codigo em Julia do construtor do corpo Z,
1struct IntZp <: Number

y) n::Int

3 p::Int

4 function IntZp(n, p)
5 a =nsp

6 if a < O

7 a += p

8 end

9 return new(a, p)
10 end

11 end

Também exportamos as diversas operagcoes em Z,, como soma, subtracgao,
multiplicacao, divisao, etc. Assim, se tivermos duas variaveis a, b do tipo Int Zp, entao
a+b, a-b, a«b e a/b nos devolvem varidveis do tipo Int Zp. E possivel acessar a lista
completa de codigos utilizados em https://github.com/TainaSilva3012/

IntZp.Jjl ou através de
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Implementacao de fatoracao LU e aplicacao

Além da constru¢do das operacdes basicas do corpo Z, em Julia foi realizada a
implementa¢ao da fatoracao LU neste corpo. Também fizemos a aplicagdo deste pacote
na solucao de uma cifra de Hill em Z;,3, na qual utilizamos a fatoracao LU para inverter a
matriz e resolver os n sistemas lineares necessarios para tal fim. Para testar o pacote, crip-
tografamos em um exemplar de um livro de Jos€é Saramago. Esta apresentacao tem como

base o Trabalho de Conclusdo de Curso da primeira autora [6] que pode ser acessado em
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