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Introducao

A EDP que descreve a temperatura u(z, t) em uma barra de comprimento [ > 0 extrema-
mente fina e feita de um material homogéneo condutor de calor é dada por u; = a*u,,, em
que « € uma constante denominada difusidade térmica e varia de acordo com o material

da barra. O fisico e matematico francés Joseph Fourier (1768-1830) analisou o Problema

da Equac¢ao do Calor em uma Barra Finita:

Uy = Q*Uyy, (x,t) € (0,1) x (0, +00)

u(0,t) =u(l,t)=0,t >0 (1)
u(x,0) = f(x),z € 0,1,

cuja solucao u depende da posi¢cao x da barra de tamanho [ e do tempo t. Fourier utilizou
0 Método da Separacao de Variaveis e o Principio da Superposi¢ao para determinar que

a solucao do problema (1) pode ser dada por
2,2

+00 2
u(x,t) = Z bnsen (@) exp ( ® ?QW t), (2)
n=1

em que x € |0,]] et > 0. Para que a solucdo (2) satisfaca o problema (1), entretanto, é

preciso que f seja dada por uma série de Fourier.

Objetivos

O objetivo deste trabalho € realizar uma abordagem tedrico-matematica sobre o problema
da equacgao do calor em uma barra finita, para que entao sejamos levados a analisar as
séries de Fourier e, em um contexto geral, entender sob quais circunstancias o problema

(1) apresenta uma solu¢ao que, por sua vez, € unica.

Fundamentacao

Para realizacao desse estudo, fo1 necessario, inicialmente, nos debrugcarmos obre as teo-
rias de [1] e [4], uma vez que conceitos como Convergéncia de Sequencias e Séries de
Funcdes e Equacdes Diferenciais Ordinarias foram essenciais para que pudéssemos estu-
dar as séries de Fourier e, consequentemente, o problema no qual estavamos interessados.
Para o estudo acerca das Séries de Fourier, nos baseamos em [2] e [3]. A referéncia [3]
fo1 a principal do trabalho, uma vez que analisamos e detalhamos diversos resultados

apresentados pela autora também para o estudo da solugcao do PVIC (1).

Desenvolvimento e Metodologia
Utilizando os Teoremas do Teste M de Weiestrass € da Convergéncia Uniforme de uma

Série de Fourier, conseguimos provar o seguinte resultado:

Teorema 1: Suponha que f € C(|0,1]), com f(0) = f(I) = 0. Suponha que f seja dife-

renciavel em |0, /| a menos de um conjunto finito de pontos com f' € SC(|0,(]). Entdo, a

OO 20722
u(x,t) = Z b,sen (nlﬂ) exp ( ° ?277 t)
n=1

comz € [0,l]et > 0,emque

5 [l
anZ/o f(x) sen(@) dr, n € N,

converge uniformemente em |0, ] x |0, +00) para uma funcio u € C(|0,(] x |0, 400)) N
C*>°(|0,1] x (0,+00)), que € a solugao PVIC (1).
Se u(x,t) for, de fato, solugao do PVIC (1), definimos a Integral de Energia, que ¢ dada

série

por

E(t) :/O(u(a:,t))Q dx, t > 0. (3)

Essa definicdo € relevante para provarmos o seguinte resultado:
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Teorema 2: Se o problema (1) tiver solugdo em C([0, 1] x [0, +00))NC*(]0, 1] x (0, +00)),
entdo ela sera unica.

Com 1ss0, garantimos que, se o problema (1) apresentar solucdo, entao ela sera unica.

Aplicacoes
Vejamos um exemplo de aplicacdo direta dos Teoremas 1 e 2. Consideremos a equacao

do calor com oo = 1 que cuja solucao € a temperatura em uma barra de tamanho 7 tal que

a condicao 1nicial seja

u(2.0) = f(z) = x, s€ T € [O, g]

—Tr+ T, Se T E (%,ﬂ.

Pelos Teoremas 1 e 2, a série

+00
1 ™
1) = — (—) —n*t 4
u(x,t) ; _WﬂQSen 5 } sen(nx) exp (—n’t) (4)
converge uniformemente em |0, 7| X [0, +00) para uma funcdo u € C'(|0, 7] x [0, 4+00)) N

C*°(]0, ] x (0, 400)), que € a Gnica solu¢do do PVIC em questdo. Utilizando os trinta pri-
meiros termos dessa série, a aproximacao do grafico de u(x,t) considerando z € |0, 7| e
t € |0, 10] € representada pela Figura 1 e a diminui¢do da temperatura pode ser constatada

na Figura 2 por meio de uma analise grafica considerando z arbitrario e ¢ fixo:

Figura 1: Grafico da fun¢ao dada pela soma dos trinta primeiros

termos da série (5), plotado com auxilio do software Maple. t=0,t=1,t=2et = 3, plotados com auxilio do software Maple.

Consideracoes Finais

Uma particularidade do problema (1) € a dependéncia continua de solugdes. Isto €, se to-
marmos condi¢des 1niciais proximas, as solucoes que geraremos estarao, de certa forma,
proximas. Além disso, o que fo1 desenvolvido nesse trabalho vale especificamente para o
problema (1). Se mudarmos as condi¢oes 1niciais ou de contorno, a teoria a ser desenvol-

vida nao € necessariamente a mesma.
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Figura 2: Graficos da funcio que aproxima u(z, t), respectivamente, com



