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Introducao

A troca de representacdo de conjuntos de dados é uma técnica utilizada no
Aprendizado de Maquina. Para alguns algoritmos conhecidos como Métodos de
Kernel, ha disponivel uma técnica de troca de representacdo poderosa: o Truque
do Kernel. Para estes algoritmos, a tinica informacdo relevante do conjunto de
dados é o valor do produto interno entre pares de vetores de treino. Isto é, a quan-
tidade: (z;,x;). Por consequéncia, qualquer transformacdo ¢ : X — H aplicada
sobre o conjunto de dados s6 aparecerd em expressdes da forma: (¢(z;), p(x;)).
E um fato interessante que conseguimos encontrar fun¢des da forma K (z,y) =
(p(x),p(y)), onde ¢ e H estdo implicitos, que sdo tteis para a resolucdo de pro-
blemas de Aprendizado de Maquina. Um exemplo é o Kernel Gaussiano, que é

altamente usado em conexdao com algoritmos como Kernel-SVM e Kernel-PCA:

K(z,y) = e el (1)

E possivel se dizer que a relacio de kernels com Aprendizado de Maquina
comecou com a descoberta de que o Perceptron ndo era capaz de classificar con-
juntos de dados ndo linearmente separaveis [1]. De fato, o Kernel-Perceptron
foi o primeiro algoritmo de classificacdo a ser adaptado para o uso de kernels.
Neste caso, o Truque do Kernel consiste em mapear o conjuto de dados para um
espaco de dimensdo maior, de forma que se torne linearmente separdvel. Veja a

Figura 1. Dentre os varios usudrios de kernels, o algoritmo mais proeminente € o
Kernel-5VV,, introduzido por Vapnik na década de 90 [2].
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Figura 1: ¢ torna o conjunto de dados linearmente separdvel. Fonte: VOCATURO et al., 2019.

Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é esclarecer as bases tedricas em que estdo
fundamentados os Métodos de Kernel. Em particular, almejamos encontrar uma
caracterizacdo mais simples de kernel reprodutor que nos permita verificar que
os principais kernels da literatura de Métodos de Kernel de fato sdo kernels
reprodutores. Ademais, aproveitamos para justificar que o Perceptron é um
Método de Kernel; isto é, que depende apenas do valor do produto interno
(x;, ;) entre os vetores de treino. Por fim, nossa discussdo permite formular o
Teorema do Representante, uma ferramenta teérica importante na demonstracao

da corretude de outros Métodos de Kernel mais complexos que o Perceptron.

Fundamentacao Tedrica

Este trabalho se baseou em [3] para os elementos de Espacos de Hilbert e em [5]

para Métodos de Kernel. A discussao a respeito do Teorema do Representante

pode ser encontrada na versao integra do TCC [6] ou, alternativamente, em [4].

Desenvolvimento e Metodologia

Para alcancar esses objetivos, introduzimos elementos da teoria dos Espacgos de
Hilbert e apresentamos o algoritmo Perceptron. Da Andlise Funcional, os resul-
tados mais relevantes abrangem o completamento de um espaco com produto
interno, nocdes de convergéncia em espacos de funcgdes e a generalizacao da de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz para formas bilineares positivo semidefinidas.
Por fim, apresentamos alguns resultados envolvendo func¢des simétricas e posi-

tivo definidas.

Conclusoes

O trabalho se propos a esclarecer as bases tedricas dos Métodos de Kernel.
Na direcdo de uma caracterizacdo mais simples para kernels reprodutores,
alcancamos o Teorema 1. A respeito da corretude do Kernel-Perceptron, conse-
guimos obter o Teorema 2. Uma possivel continuacao deste trabalho consistiria

em justificar a corretude de outros Métodos de Kernel, como o0 K-SVM e o K-PCA.

Teorema 1. (Moore-Aronszajn) Seja K : X x X — R uma funcdo simétrica e positivo
definida sobre um conjunto X, entdo existe um unico Espaco de Hilbert de Reproducio

Hy cujo kernel reprodutor associado é K.

Teorema 2. (Corretude do K-Perceptron) Seja (x1,v1), (%2, 42), ..., (T, Yn) Um con-
junto de treino linearmente separdvel pela origem tal que haja w* que corretamente o
classifigue com margem ~y. Sob estas condigbes, o ntimero de erros t que o algoritmo

comete antes de terminar é limitado superiormente da sequinte forma:

< (5) | 2)
Y

em que R = maxj<;<, ||z;]|-
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