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Introducio e Objetivos

O Teorema de Gauss--Bonnet ¢ um dos mais célebres resultados na geometria diferencial
classica das curvas e superficies. Além disso, sua generalizagdo moderna para variedades
de dimensao maior, devida a Chern, também ¢ tratada com o mesmo apreco.

Ao estabelecer que a integral da curvatura Gaussiana de uma superficie se iguala a
caracteristica de Euler da mesma multiplicada pela constante circular, estamos
relacionando dois invariantes diferentes: uma propriedade geométrica local e uma
caracteristica topologica global, o que torna o resultado, no minimo, contraintuitivo e, por
tal motivo, surpreendente.

O nosso principal objetivo neste trabalho ¢ demonstrar o Teorema de Gauss--Bonnet
usando ferramentas e conteudos modernos. Desse modo ainda iremos utilizar conteidos
multidisciplinares e fornecer um material que pode vir a servir como introdugéo a alunos
da graduagao.

Fundamentacgio Teorica

A metodologia de desenvolvimento se trata da usual em matematica, envolvendo
consulta a bibliografia especializada de forma a compilar uma série de conceitos e
resultados necessarios a fim de obter por fim a demonstragdo do teorema almejado e
uma compreensdo maior dos objetos de estudo.

Desenvolvimento

De maneira formal, uma superficie se trata do conjunto S © R® onde, para cada p
€S, existe um U c R? ¢ uma vizinhanca aberta V de p em S e uma fungdo
diferenciavel X: U — R® de forma que:
c X(U)=V;
¢« X:U — V é um homeomorfismo;
+ (dX)4:R? — R3 ¢ injetiva para todo q € U

Cada fungdo X chamamos de parametrizagdo. A unido das imagens
forma a nossa Supefﬁgie. Podemos pensar tal fungdo como um mapa Figura I: Superficie Costa.
que nos guia se estivéssemos andando em nossa superficie, sendo, a  Fonte: Wikipedia., 2012.
derivada da curva percorrida, a nossa velocidade
percorrendo aquele caminho. Mais ainda, tendo a unido
das derivadas no ponto p € S construimos o T,S, plano
tangente a superficie que passando por tal ponto. Um
vetor perpendicular ao plano T,,S em p ¢ chamado vetor
normal. A unido destes vetores normais forma um campo

;’.5::” éngi”i;tﬁ;iggfﬁcffﬁfr que. no_caso de superficies conectadas, define uma
normal. Forte: Autora., 2022, orlentagao.

A aplicagdo Gaussiana N(p) ira tomar um vetor deste campo normal, normaliza-lo e
jogé-lo na esfera de raio 1. A diferencial desta aplicagdo dN,, ¢ auto-adjunta, e portanto,
tem dois autovalores reais. O produto deles se trata da
curvatura Gaussiana K (p), ou ainda, K(p) = det(dNp).

Alternativamente, a curvatura gaussiana pode ser vista

também como o produto entre a curvatura maxima e minima S
das curvas y determinadas por SNV sendo V plano que
Figura 3: Curvas ao redor do

contém N(p). , i
( K(P) = max(Kn(p)) : mm(’cn(P)) ponto. Fonte: Autora., 2022.

Do outro lado, a caracteristica de Euler y(S) pode ser
obtida usando uma triangulagdo da superficie e entdo
: w ) contando o nimero de vértices, arestas e faces, tendo
Pt S g x(8) =V —A+F. Vale pontuar que tal nimero ¢é
Figura 4: Exemplo de superficie  invariante por homeomorfismos.

compacta. Fonte: Wikipedia., 2012.

Uma outra forma de se calcular tal nimero utiliza principios da topologia algébrica.
Para tal, utilizamos a nogdo de n-simplexos, a figura mais simples com n lados. Para
exemplificar, um 0-simplexo seria um ponto, um /-simplexo um segmento de reta, e
assim por diante. Estes simplexos sdo organizados e listados, de modo que exista uma
orientacdo nestes objetos.

Existe um operador bordo que associa a cada
n-simplexo uma soma de (n-1)-simplexos que
compdem seu bordo, criando uma sequéncia exata
Podemos entdo tomar os grupos de homologia
desta sequéncia de tal ?10d0 que Figura 5: Decomposicdo do Toro

em simplexos, Autora, 2022.
2(S) = (=D dim Hi(S).
i=1

Unindo todas estas nogdes, temos o Teorema de Gauss—Bonnet em sua forma local:
seja g: A?> > S um simplexo suave nio degenerado e &;, com i = {1,2,3} seus angulos
externos, entdao

k
ZEi +fkndt+de0 = 2m.
i=1 14 14
Resultados principais

Para a demonstragdo do teorema em sua versdo local utilizamos o teorema do indice de
rotagdo (Umlaufsatz). Ele nos afirma que o indice de rotagdo de um poligono curvo
positivamente orientado ¢ +1. Ento, pelo teorema fundamental do calculo,

k

t
2 =06,—06, = zgi + z 0'(t)dt

i=1 i=1"ti-1
Kk koo, Ko
= Zgi +Zf kn(t)dt+2f w(y'(®)dt
i=1 i=1 " ti-1 i=1 “ti-1
k
SS e [otes [ Cmo =55
i=1 4 4

A partir da versdo local se chega entdo no teorema geral. Para isto, triangula-se a
superficie e orientando-a de modo que as arestas dos tridngulos se anulem. Desta forma,
ao aplicar o teorema em todos os triangulos e soma-los, sendo S uma superficie
compacta, obtemos o seguinte resultado, conhecido como Teorema de Gauss—Bonnet:

fl(da = 2mx(S).
s

Conclusdes

O estudo desses resultados, além de propiciarem o contato com varios conceitos
basicos importantes da geometria diferencial também motiva o estudo de topicos
modernos relevantes relacionados a eles, como sua generalizagdo para variedades de
dimensdo par qualquer (o Teorema de Chern-Gauss-Bonnet) e, mais geralmente, o
estudo da representagdo de classes caracteristicas via curvatura. Nesse sentido, cita-se
o teorema do indice de Atiyah-Singer, que generaliza ainda mais o teorema de Chern,
para indices de operadores diferenciais eliticos.
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