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Os métodos de direcoes de descida sao métodos iterativos para resolucao de problemas

de otimizacao 1rrestrita:

Minimizar f(x)

sujeito a r € R”

f : R" — R € continuamente diferenciavel;

IVf(z) = Vil < Lilz —yll, Vz,ycR"

r* € R" é a solucdo do problema quando f(z*) < f(z), Vo € R™.

Tais métodos, a partir de um ponto inicial z; € R" dado, geram uma sequéncia
{1}, € R" dada por:

Tp+1 = T + Lrdy, (1)

em que d; € R" € direcao de descida tal que V f (xk)Tdk < 0etp > 0¢é o tamanho de
passo, em geral escolhido de modo a garantir f(x; 1) < f(xx).

Neste trabalho damos énfase ao método de Cauchy [3], e variacOes recentes, como o
método de Nesterov [1] € o método do gradiente espectral [2]. Para estes métodos estu-
damos tanto a complexidade de pior caso quanto o desempenho pratico.

O método de Cauchy utiliza em (1) d, = —V f(x1) e o £, > 0 pode ser calculado de
diferentes maneiras. Por exemplo, t; = 1/L, com L > 0 e uma outra escolha possivel é
dada pela busca linear exata: t; = arg min { f(x; — tV f(xx)) | t > 0}.

Se f é convexa, € possivel mostrar que {x}, gerada por este método, com t; = 1/L

satifaz
| L||zo — .||

flag) — fla,) < oL

Assim, dizemos que este método tem taxa de convergéncia O(1/k).

(2)

No método de Nesterov, a iteracao € descrita:

1 —0p)ty  tp—1
Se k > 1: escolha 6, € (0,1) talque( HQk) < ];2 .
k k-1

y = (1 —6) x + Orvy

T =Y — 4V f(y)
1

Ok
Além das escolhas de ;. ja discutidas para o método de Cauchy, para este método pode-

Vi1 = Tk + — (Tht1 — Tk

mos considerar a busca linear inexata ou backtracking em que t; > 0 deve satisfazer

flaen) < Fw) = SIVF)IP

Em comparagdo com (2), para este método com t;, =t € (0,1/L] e com 6, = 2/(k + 2)

satisfaz (veja [1, Teorema 5.1]):

§ 2

Dessa forma, esse método garante a taxa de convergéncia O(1/k*) para métodos de

|z — 2| (3)

primeira ordem.
Por sua vez, no método do gradiente espectral, introduzido por [2], em (1) é usada

dr = =\, 'V f(z1), em que o escalar

(z, — z11)" (Vf (1) = V(21-1)) }}

. = max 5mina min 5max;
" { { (xp — zp_1) ! () — T11)

e que 0 < Opin < Omax < 00 S0 salva-guardas.
O t; € determinado usando busca linear ndo-mondtona: Dados v € (0,1), M € 47,

0 < my < min{m;_, + 1, M} escolha t;, > 0 que satisfaga a condigao:

flop + tdy) < max f(xp_;) + tiyV f (i)' dy.

0<3<my,
Para este método, se f € convexa, com valor 6timo f(x*), entdo para ¢ € (0, 1], o algo-

ritmo da busca linear ndo-monotona leva (veja [4, Teorema 2])

'((55)1% — 2 + p Bl (f(20) — f(&) + (43 vm)

25min

iteracdes para garantir f(x;) — f(2*) < & em no maximo O(1/k).

Para avaliar o desempenho pratico dos métodos, estes foram 1implementados em Matlab
e consideramos experimentos envolvendo fun¢des quadraticas com Hessiana simétrica
definida positiva com dimensdo n variando de 2 a 5000. Na implementacdo utiliza-

mos como critério de parada ||V f(z;)|| < 107° ou um nidmero médximo de iteracdes
K = 100000.

Método de Cauchy Método de Nesterov Gradiente Espectral
n 1/L.  BuscaExata 1/L Backtracking

Nao-monotona

2 13,4 9,2 15,6 2,4 4
5 41,4 34,4 35 20,8 19,4
10 85 64,6 62,2 33,6 29,2
50  379,8 337,8 213 187,4 71,6
100  826,6 716,4 321 359,2 133
500 4387 3318,6 12794 1047 349.4
1000 13459 6635,3 4791,6  2985,2 546
5000 33871,8 25783,5 18543 12752 1692

Tabela 1: Média das iteragdes com diferentes distribuicdao de autovalores.

Os resultados numéricos indicam que o método de gradiente espectral, em média,
alcanca o primeiro critério de parada em menos iteracoes que os demais. A Figura 1 1lus-
tra os valores funcionais ao longo das iteracoes para um problema de dimensao n = 100.
Neste grafico observamos que todos os métodos foram capazes de reduzir o valor funcio-
nal até proximo do valor 6timo f(z*) = 0. Ainda, observa-se que os métodos de Cauchy

garantem um decréscimo monotono da func¢io, em oposi¢cao aos demais.
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Figura 1: Desempenho dos métodos i , .
Figura 2: Pior Funcao do Mundo

A fim de evidenciar a performance de pior caso dos métodos, também fizemos testes
com a “‘pior funcdo do mundo” [1, Pagina 57] que € uma quadratica com Hessiana Tridi-

agonal definida da forma

1=1

1
1 q
f(](x):_ § 'CE%_I_Z(:C”L_'TZ—H)Z—'_ZEZ — I ) paraq:l,...,n

Neste teste, consideramos n = 2001, ¢ = 1000 e K = 10°. A Figura 2 1lustra a diferenca
f(xr) — f(x*) ao longo das iteracdes (veja [1, Pagina 59]). Aqui fica claro o melhor

desempenho do método de Nesterov.
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